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Problema 1. In triunghiul ABC notam cu r,, 7 si r. respectiv razele cercurilor exinscrise
a)» 'b Rl Te
lui ABC'. Gasiti minimul expresiei "2+ unde r este raza cercului Inscris.

Solutie: Fie a,b si c lungimile laturilor triunghiului ABC' opuse varfurilor A, B si C' respec-
tiv. Sa spunem ca cercul inscris are centru [ si atinge latura AB in X, iar cercul exinscris
are centru J si atinge latura AB In Y. Este bine cunoscut ca AX = HCT_“, iar AY = %b“
Din aseménarea triunghiurilor AIX si AJY obtinem cid = = 2¢=¢ " deci scriind formulele
analoage pentru ry si 7 obtinem ca =4 = 4 = = 1. Astfel, conform inegalitatii lui Cauchy

Ta a+b+c?

obtinem: (;=+ =+ %)(%) > 9, cu egalitate daca si numai daca r, = r, = r., deci daca
triunghiul ABC' este echilateral.



Problema 2. Pe o foaie de hartie sunt scrise numerele 1-2,2-3,.....(n — 1)

‘N

. . . v . - A . X v

minut, Viorel poate sterge de pe foaie doua numere x si y, si In locul lor scrie —V2y Dupa
ceva timp, pe tabla a ramas un singur numar. Aratati ca el este strict mai mare decat 1.

Solutie: Fie dupa orice mutare S setul de numere scrise pe foaie, si consideram numarul
— 1 iti - 1 1 oy 1 _q_1 5 5 S Ori

§ =D pegy- Initial, s = 75 + 55 +--- + 0w = 1 — 5 < 1. Vom ardta ca dupa orice

mutare s nu poate creste, deci la final s o sa fie mai mic decéat 1 deci numarul ramas o sa fie

mai mare decdt 1. Intr-adevar daci la o mutare am schimbat numerele x si y cu Y32, clar
1 1 2 . . ..

avem - + - > —= din inegalitatea mediilor.
sty 2 Um &



Problema 3. Fie polinomul P(z) = 2? — 2025z + 2025. Gasiti toate numerele reale x care
P(P(P(z))) = x.
satisfac urmatoarele conditii simultan:

P(P(z))+ P(x)+z€Q

Solutie: Fie z, P(z) si P(P(x)) a, b si ¢ respectiv. Vom arata ca unicele solutii sunt a =
b=c=2025sia=0>b=c=1. Rescriem conditia ca:

a® —2025a + 2025 = b
b* — 2025b 4 2025 = ¢
c* —2025¢ 4+ 2025 = a

Asumam ca mai exista o solutie pe lange cele de mai sus, adica ca a,b si ¢ sunt toate diferite
de 1 si 2025. Scdzand cate 2025 din ambele parti obtinem a? — 2025a = b — 2025 si relatiile
analoage. Tnmul‘;ind cele trei relatii obtinem abc = 1. La fel, scazand cate 1 din fiecare parte
si Inmultind obtinem ca (a — 2024)(b — 2024)(c — 2024) = 1, deci folosind abc = 1 avem
ab + bc + ca = 2024(a + b + ¢) — 20242, In final, sumand toate cele trei relatii obtinem ci
a?+b* + ¢ = 2026(a + b+ ¢) — 2025 - 3, deci adunand aceasta la aceasta relatie de doua ori
ab + be + ca = 2024(a + b + ¢) — 20242 obtinem (a + b+ ¢)* = (2024 -3 +2)(a + b+ ¢) —
2025 - 3 — 20242 - 2, dar aceastd ecuatie patratica in a + b+ ¢ nu are radacini rationale, deci
a + b+ c nu paote fi rational, contradictie.



Problema 4. Fie a, b si ¢ trei numere naturale nenule, pentru care consideram sirul in-
finit z, = (a + b+ ¢)" —a™ — b" — ¢". Sa se gaseasca in functie de a, b si ¢ respectiv
ged(xy, 3, x5, 7.....), unde cu ged a fost notat cel mai mare divizor comun.

Solutie: Notam acest divizor comun cu d. Initial vom arata ca d se imparte la (a + b)(a +
¢)(b + ¢). Intr-adevar, fie polinomul P(z) = (b + ¢)(z + b)(x + ¢) si polinomul P,(z) =
(x4+b+c)" —a™ —b" — " pentru n impar. Este clar ca P,(x) are toti coeficientii divizibili la
b+ ¢ si cum ambele radacini ale lui P(x) sunt si radacini ale lui P,(z), P(z) divide P,(z) ca
polinoame cu coeficienti intregi, deci P(a) divide P,(a), deci am aratat ca (a+b)(a+c)(b+c)
il divide pe d. La fel, cum (a + b+ ¢)® —a® — 0* — ¢® = 3(a + b)(a + ¢)(b + ¢), rdméane si
vedem daca d este (a +b)(a + ¢)(b+ ¢) sau (a + b)(a + ¢)(b+ ¢), si raspunsul este:

a)d= (a+b)(a+c)(b+c) daca a, b si ¢ sunt divizibile la 3 sau (a + b)(a + ¢)(b+ ¢) nu este
divizibil la $3.

b) d =3(a+b)(a+ c)(b+ c) altminteri.

Pentru solutiile din a) se verifica usor ca acesta este raspunsul, iar pentru solutiile din b avem

ca m nu este lelZlbll la 3.



